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Zadanie 1
Na przestrzeni mierzalnej (X, Σ) dane sa̧ miary µ i ν takie, że µ(X) = ν(X) < ∞.
Czy rodzina {A ∈ Σ : µ(A) = ν(A)} musi być sigma-ciaÃlem?

Zadanie 2
Na X = [0,∞) określamy funkcjȩ zbioru ξ(A) = sup A (uwaga, supremum zbioru
pustego wynosi 0).
a) Wykaż, że ξ jest miara̧ zewnȩtrzna̧ oraz
b) wskaż zbiory mierzalne wzglȩdem ξ.

Zadanie 3.
Udowodnij, że jeśli f : X → R jest granica̧ cia̧gu funkcji prostych fn, z których
każda przyjmuje co najwyżej K wartości (gdzie K jest staÃla̧), to f też jest funkcja̧
prosta̧. Wsk. Jesl.i A jest zbiorem nieskończonym na prostej i K jest liczba̧ natu-
ralna̧, to dla dostatecznie maÃlego ε zbioru A nie da siȩ pokryć suma̧ K odcinków o
dÃlugości 2ε.

Zadanie 4
a) Udowodnij jednoznaczność granicy prawie wszȩdzie, tzn. jeśli fn → f p.w. oraz
fn → g p.w. to f = g p.w.
b) Udowodnij jednoznaczność granicy wg. miary, tzn. jeśli fn → f wg. miary oraz
fn → g wg. miary to f = g p.w.

Zadanie 5
Dana jest funkcja mierzalna f : [0, 1] → (0,∞). Podać przykÃlad cia̧gu funkcyjnego
fn: [0, 1] → (0,∞) zbieżnego wedÃlug miary (Lebesgue’a) do f i takiego, że

lim inf
n→∞

fn(x) < f(x).

dla każdego x ∈ [0, 1]

Zadanie 6
Wiemy, że na prostej R z miara̧ Lebesgue’a λ, dla każdego zbioru mierzalnego A o
mierze skończonej i dla dowolnego ε > 0 istnieje zbiór domkniȩty F ⊂ A taki, że
λ(F ) > λ(A)− ε.
Korzystaja̧c z tego wykaż, że dla dowolnego zbioru A (nawet miary nieskończonej)
i dowolnego ε > 0 istnieje zbiór domkniȩty F ⊂ A taki, że λ(A \ F ) < ε.


